
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ۹                                      ۲۴۰ 

 تذکرات پیش از آزمون:

 ضمن آرزوی موفقیت برای شما داوطلب گرامی، خواهشمند است به نکات زیر دقیقاً توجه فرمایید:

  است. ساعت ۴و وقت آن  سؤال ۹تعداد سؤالات این آزمون 

 شود نام و نام خانوادگی خود را حتماً بنویسید.که به شما داده می بر روی هر برگه پیش نویس 

 ای ننویسید.در زیر خط چین بالای پاسخنامه غیر از جواب سؤالات هیچ علامت یا عبارت مشخصه 

 آوری نماید.را ملاحظه و جمع هاآنی خود را در دسترس نگه دارید تا مسئول مربوط بتواند معرفی نامه و کارنامه 

 .استفاده از ماشین حساب مهندسی که قابل برنامه ریزی نباشد، مجاز است 

 به هر شکل که باشند، مجاز نیست. هاآلماناکها و های نجومی، اطلساستفاده از جدول 

 شود. لذا آن را قبل از شروع آزمون به مسئول هنگام آزمون همراه داشتن تلفن همراه )خاموش یا روشن( تخلف محسوب می

 تحویل دهید. حوزه

 .نتایج این آزمون در اواخر خرداد ماه اعلام خواهد شد 

 تهیه شده است. کامبیز خالقیی تشریحی این آزمون توسط آقای پاسخنامه 

 

 و پاسخ تشریحیدفترچه سوالات 
 دوممرحله 

 ۱۳۷4ریاضی سال لمپیاد ی ادوره سیزدهمین

-                                  ۶                                     ۱۸۰ 

 تذکرات آزمون:

 پژوه گرامی، خواهشمند است قبل از پاسخ به سؤالات آزمون به موارد زیر توجه کنید:ضمن آرزوی موفقیت برای شما دانش

  است.دقیقه  ۱۸۰و وقت آن  ی تشریحیمسأله ۶این آزمون شامل 

  حساب در این آزمون غیر مجاز است.ماشیناستفاده از 

  نیستهمراه داشتن تلفن همراه )حتی خاموش( در طول زمان آزمون مجاز. 

 ی سؤالات را با خود ببرند که تا پایان آزمون در جلسه حضور داشته باشند.توانند دفترچهفقط داوطلبانی می 

  نجام شده است.ای اجرایی ماخ کمیتهانتشار و بازتولید این سوالات توسط 

 

 

 

 استفاده از ماشین حساب ممنوع است.



 

۲     
 

 

 

 ۱37۴سال                            ۱3دوم دوره مرحله 

 ی المپیاد ریاضیی دوم سیزدهمین دورههای مرحلهمسأله

 ۱37۴آموزان کشور، آذرماه دانش

 

nعی ـیـبـدد طــید برای هر عـنشان ده        -1 ی هـوعـ، دو مجم3
n

A x x x{ , ,..., }1 2
و  

n
B y y y{ , ,..., }1 2

 از اعداد  

 که طوریصحیح وجود دارد به            

(1 )       A B  

(2 )     
n n

x x x y y y... ...1 2 1 2
  

(3 )     n n
x x x y y y... ...2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 

 

 را نسبت به هر یک از  Lهای خط اند. قرینهی مثلث مفروضواقع در صفحه Lستند و خط ـاده هـای آن حـکه زوای ABCمثلث       -2

ی محاطی داخلی قطع کنند. ثابت کنید مرکز دایره Cو  A ،Bآوریم تا یکدیگر را در به دست می ABCاضلاع مثلث            

Aمثلث  B C ی محیطی مثلث روی دایرهABC گیرد.قرار می 

 

3-        k12 اند. هر نفر دقیقاً با نفر در یک مهمانی شرکت کردهk3  دانیم تعداد دهد. همچنین مینفر دیگر از مهمانان دست می 6

 کننده در این مهمانی را تعیین کنید.دهند، عددی ثابت است. تعداد افراد شرکتافرادی که با ]هردوی[ هر دو نفر دست می           

 

mفرض کنید         -4 nS m n{ | , { }}2 3  توان برحسب حاصل جمع اعضای یعی را میـبـدد طـر عـه هـد کـیـ، ثابت ک0

19یک از عواملِ جمع مضربی از عامل دیگری نباشد. )مثلاً نوشت که هیچ Sمتمایز             9 6 4.) 

 

nثابت کنید که به ازای هر عدد صحیح         -5  داریم: 0

n n n n1 2 9 8  

 یا مساوی آن است. xتر از ترین عدد صحیحی است که بزرگ، کوچکxمنظور از 

 

 ، BCD ،CDAهای ثلثـی مـطـیـحـر مـز دوایـبه ترتیب مراک Dو  A ،B ،Cفرض کنید  ABCDدر چهاروجهی         -6

           DAB  وABC ی ای را که از نقطهباشند. اگر صفحهX  بر خطYZ شود، بهعمود می S X Y Z( , نمایش دهیم ثابت کنید  (

Sدر یک صفحه نباشند چهار صفحه  Dو  A ،B ،Cچنانچه  AC D( , ) ،S B A D( , ) ،S C A B( , و  (

S D B C( ,  گذرند.از یک نقطه می (
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 ۱375سال                        ۱3دوره  دوممرحله 

 ی المپیاد ریاضیی دوم سیزدهمین دورههای مرحلهمسأله

 ۱37۴آموزان کشور، آذرماه دانش

 

 کافی است بگیریم راه حل اول.          -1

n n
A n

( )
{ , , ,..., }

1
1 2 3 1

2
 

n n
B n

( )
{ , , ,..., ( )}

1
1 2 3 1

2
 

 کنند.در شرایط مساله صدق می Bو  Aبه وضوح 

کنیم که اگر هر دسته جواب را به در صورت مساله اعداد صدق مورد نظر بوده است ولی حتی اگر منظور اعداد طبیعی باشد دقت میالبته 

 اندازه یک عدد صحیح منتقل کنیم، باز هم جواب است.

 کنیمبه روش استقراء عمل میراه حل دوم. 

n A B: { , , }, { , , }3 0 4 5 1 2 6 

nفرض کنید برای  kشرایط مورد نظر برقرار باشد، یعنی 
k k k k

i i i i
i i i i

x y x y, 2 2

1 1 1 1

 

nحال درستی حکم را برای  k  دهیم. فرض کنیدنشان می1

n n n n

n n n n

A x x rx x ry

B y y ry y y

{ ,..., , , }

{ ,..., , , }
1 1

1 1

 

rبرای  را به اندازه کافی بزرگ بگیریم تا هیچ یک از دو محموعه اعضای برابر نداشته  rشرایط مورد نظر برقرار است. فقط کافی است 0

 باشد.

 عضوی زیر جواب هستند.  5عضوی و  4عضوی،  3های کنیم که دسته مجموعهتوجه می راه حل سوم.

n A B

n A B

n A

B

: , , , , ,

: , , , , , , ,

: , , , , ,

, , , ,

1 0 4 5 1 2 6

2 10 10 11 11 5 5 14 14

3 10 11 14 5 2

10 1114 5 2

 

n برای هر nمفروض، برحسب آنکه 3 k n k,3 1 nو یا 3 k, 3 های فوق و با توجه به اینکه به کمک دسته جواب 2

 سازیم.انتقال هر دسته جواب به اندازه یک عدد صحیح بازهم جواب است، جواب مورد نظر را می

 

Lاین سه خط را  -2 L L, Cکنیم گیریم و فرض میمی, B A, با عمل قرینه کردن  L. خط ,

  Lحاصل دوران  Lس ـود، پـشبرده می Lبه خط  ABبت به ـبا قرینه کردن نس Lرود و خط می Lبه خط  BCنسبت به 

است. مشابهاً با دورانی به  Bه یک فاصله است، پس نیمساز زاویهب Lو  Lاز  Bاست. حال چون 2به اندازه زاویه  Bنقطه حـول 

، Cحول  2انی به اندازه زاویهرواست، و بالاخره با دAنیسماز زاویه AAشود و برده می Lبه  Lو به اندازه زاویه، خط  Aمرکز 

Aی مثلث که مرکز دایره محاطی داخل wاست. پس این سه خط در نقطه  Cنیمساز زاویه CCرود، و میLنیز به  Lخط  B C

 است همرسند. نتیجه می شود که



 

۴     
 

 

 

 ۱37۴سال                            ۱3دوم دوره مرحله 

C B w

B C w

90

90
 

 در نتیجه

BwC C B w 180 

 گیرد.قرار میABCروی دایره محیطی مثلث wپس 

Lبگذرد ABCاز محل تلاقی ارتفاعات مثلث  Lاگر  حالت خاص. L L, گذرند، میABCاز یک نقطه روی دایره محیطی مثلث  ,

Aیعنی  B C یک نقطه روی دایره محیطیABC.است 
 

 را در نظر بگیرید، فرض کنید aباشد. شخص  nدهند فرض کنید تعداد افرادی که با هر دو نفر دست می -3

 Bاند{دست داده a}افرادی که با 

 Cاند{دادهندست  a}افرادی که با 

 دانیممی

B k

C k

| |

| |

3 6

9 7
 

bاگر  B  باشد، افرادی که هم باa و هم باbدهند در دست میB هستند، پسb  باn  نفر درBدهد و با دست میk n3 5

 .Cنفر در 

cاگر  C  باشد همه افرادی که هم باa  و هم باbدهند در دست میB هستند، پسc  باn  نفر درBدهد.دست می 

 دهد.رابطه زیر را نتیجه می Cو  Bهای بین پس در مجموع تعداد دست دادن

k k n k n

n m
k kn k n k

m k
k

( )( ) ( )

2

3 6 3 5 9 7

3
9 12 33 30 0 9 43

4 3
12 1

 

kحال برای  mداریم  15 k k,4 12 1 9 k1صحیح نخواهد بود، و برای  43 k، فقط برای14 جواب صحیح  3

 اند.نفر در مهمانی بوده 36داریم، پس 

 

 کنیمبا استقرا عمل می          -4

, , , , , ...21 1 2 2 3 3 4 2 5 2 3 

 کنیم.ثابت میkحکم درست باشد، حال حکم را برای  kفرض کنید برای هر عدد کوچکتر از 

kزوج،  kحالت اول.  l2 در این صورت ،lکنیم.نویسیم و هر کدام از عوامل را دو برابر میمورد نظر می را به صورت حاصلجمع 

kاست، فرض کنید kاست که کوچکتر از  3بزرگترین توان از عدد pفرد، فرض کنید k. حالت دوم p
q

2
را به عنوان  p، عدد 

qیکی از عوامل جمع بگیرید و اگر  جمع مورد نظر، توان به صورت حاصلرا می qآنگاه با استقرا  0
i

q sدهیم ، نوشت. نشان می

i
k p s2  یک حاصلجمع مورد نظر است. چونp  است، پس مضربی از  3توانی از

i
s2  نیست حال اگر به ازای یکi عدد ،

i
s2  مضربی ازp  باشد آنگاه

i
s p2 kو این متناقض با این است که 2 p3. 
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 ۱375سال                        ۱3دوره  دوممرحله 

nبه ازای  -5 , ,0 1 nرابطه برقرار است، به ازای 2 xبا استفاده از عبارت درجه دوم  3 x x x( ) ( ) ( )3
1

1 1
9

)حدس 

 شودها( نتیجه میریشه

n n n n( )( ) ( )3
8

1 2
9

 

 حال با استفاده از نامساوی میانگین هندسی و حسابرسی داریم

n n n
n n n

n

31 2
1 2

3
8
9

 

 و

n n n n1 2 9 8 
 و با استفاده از نامساوی میانگین جذر داریم

n n n n n n1 2 1 2
3 3

 

 پس

n n n n1 2 9 9 

n9چون هیچ عدد صحیحی بین  n9و  8  قرار ندارد، پس 9

n n n n1 2 9 8 

 

Dهای هایی به مرکزکره -6 C B A, , و به ترتیب به شعاع هایی برابر با شعاع دایره محیطی مثلث های ,

ABC DAB CDA BCD, , Sها را به ترتیب گیریم و آندر نظر می, S S S, , ,4 3 2 Sهای روی کره Aنامیم. می1 S,4  داردرار ـق3

Cو  D خط المرکزینS S,4 Sباشد، بنابراین می 3 AC D( , Sصفحه اصلی دو کره  ( S,4 باشد )صفحه اصلی دو کره، مشابه محور می 3

 اصلی دو دایره، مکان هندسی نقاطی است که نسبت به دو کره دارای یک قوت هستند و می شود ثابت کرد که بر خط المرکزین عمود است(.

Sبه همین ترتیب  D B C S C A B S B A D( , , ), ( , ), ( , Sاصلی کره های  به ترتیب صفحات ( S S S S S( , ),( , ),( , )2 3 1 2 1 4

 ها در یک صفحه نیستند(.گذرند )زیرا مرکزهای این کرهباشند و لذا از یک نقطه میمی

 

 


